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ПО ЗАМКНУТОМУ ОБВОДУ ГИБКОЙ ЛЕНТЫ
Запропоновано числовий метод визначення характеристичних коршв р1вняння 4-го ступеня з 
комплексними коефодентами и реал1зовано ггерашйну процедуру находження р1шення частот­
ного Р1ВНЯННЯ вшьних поперечних коливань гнучко/ строчки, що рухаетъся вздовж замкнутого 
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Введение. Дальнейшее увеличение скоростных возможностей современ­
ных быстроходных гусеничных машин (ГМ) неразрывно связано с решением 
проблемы обеспечения устойчивости гусеничного обвода, снижения его ди­
намической и вибрационной активности. Это связано с тем, что при неиз­
бежном увеличении динамических ходов опорных катков и применением гу­
сениц с резинометаллическими шарнирами (РМШ) с ростом скорости движе­
ния значительно возрастают возмущающие воздействия на гусеничный обвод 
параметрического и кинематического характера. При значительной свободе 
перемещений провисающих гусеничных ветвей в поперечном направлении 
это приводит к возникновению в них значительных по амплитуде попереч­
ных колебаний. Особенно остро этот вопрос стоит с гусеничными обводами с 
РМШ, так как из-за продольной податливости гусеницы с РМШ ограничи­
вающее амплитуду поперечных колебаний действие нелинейных «цепных» 
сил [1] значительно меньше, чем для гусеницы с металлическим шарниром 
(МШ).
Поперечные колебания вызывают высокие динамические нагрузки как в 
гусеничном обводе, так и во всех узлах гусеничного движителя, могут явить­
ся причиной ограничения скорости движения и сбрасывания гу сеницы. При 
режимах значительной виброактивности гусеничного обвода значительно 
возрастают динамические составляющие потерь мощности в шарнирах гусе­
ницы и составляющие потерь мощности в зацеплении и на удар. Поэтому при 
создании быстроходных ГМ одной из актуальных задач является задача ис­
следования динамических параметров колебательных процессов в гусенич­
ном обводе.
I. Анализ последних достижений и публикаций. Вид аналитического 
представления дифференциальных уравнений поперечных колебаний прови­
сающей ветви гусеничного обвода определяется характером решаемых задач,
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скоростным диапазоном и особенностями использования рассматриваемых 
гусеничных машин. Так при определении собственных частот поперечных 
колебаний гусеничная ветвь представлялась в виде нерастяжимой гибкой ни­
ти с сосредоточенными на равных расстояниях точечными массами, каждая 
из которых равна массе одного трака в сборе [2]. При рассмотрении свобод­
ных и вынужденных поперечных колебаний состоящая из п траков гусенич­
ная ветвь представлялась в виде цепочки жестких стержней (траков), соеди­
ненных между собой упругими и демпфирующими связями [3, 4]. Такая за­
дача сводилась к решению системы (5п + 2) дифференциальных и алгебраи­
ческих уравнений со сложным алгоритмом определения действующих на 
концах траков сил и моментов. Численное решение такой задачи и анализ ре­
зультатов счета при большом числе содержащихся в ветви траков представ­
ляет значительные трудности и нерационально. Проектировщика не интере­
сует закон движения каждого трака в отдельности в виде функции времени. 
Его интересует, прежде всего то, как ведет себя гусеничная ветвь в целом. 
Практическую ценность для исследователя представляет информация о ди­
намических характеристиках колебательного процесса и закономерностях 
возникновения неустойчивых поперечных колебаний, об условиях потери ус­
тойчивости гусеничного обвода. Для решения таких практически важных за­
дач гораздо эффективнее является представление гусеничной ветви в виде 
системы с равномерно распределенными по длине параметрами [3].
Учет продольного движения гусеницы приводит к появлению в уравнении 
смешанной частной производной. Согласно [5], к таким уравнениям нельзя 
применить классическую схему разделения переменных в действительной 
области искомых функций. В [5] предлагается представлять решение в виде 
суиерпозиции двух групп волн. При этом проблема сводится к решению ха­
рактеристического уравнения 4-го порядка с комплексными коэффициента­
ми. Ввиду того, что нахождение корней этого уравнения в аналитическом ви­
де не представляется возможным, частотное уравнение решено только для
частных случаев (при V = 0 и V = у]т/ц  ).
2. Цель и постановка задачи. Целью исследования является получение 
решения задачи о поперечных колебаниях движущейся по замкнутому обво­
ду гусеничной ветви, представленной как система с равномерно распреде­
ленными по длине ветви приведенными погонной массой, изгибной жестко­
стью и моментом инерции поворота трака, в виде суперпозиции двух групп 
волн. Ставится задача: разработать численный метод и реализовать алгоритм 
решения уравнения частот, соответствующего граничным условиям приме­
нительно к провисающему участку гусеничного обвода.
3. Вывод уравнения частот. Как известно [1], свободные поперечные 
колебания движущейся гусеничной ветви с равномерно распределенными по 
длине ветви приведенными погонной массой, изгибной жесткостью и момен­
том инерции поворота трака, описываются дифференциальным уравнением:
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с соответствующими ему граничными условиями шарнирного опирания:
У / = У /  
/ х  = 0  / х (2)
где
1 ^  I V  ^ 2 у ] '
В выражении (3) второе и последующие составляющие натяжения определя­
ют изменение статического натяжения с ростом скорости движения, увели­
чением тягового усилия и приращением длин передней и задней наклонных 
ветвей из-за статического ивсплытия” корпуса машины [1].
Уравнение (1) с граничными условиями (2) содержит смешанную част­
ную производную. Это является причиной того, что к подобным уравнениям 
нельзя применить классическую схему разделения переменных в действи­
тельной области искомых функций Согласно метода Горошко [5], решение 
предлагается отыскивать в виде специального двухчленного представления, 
позволяющего разделить переменные:
При отыскании собственных частот поперечных колебаний будем пре­
небрегать влиянием на собственные частоты демпфирующих сил ветви. Это, 
как известно, не вносит существенных погрешностей при определении низ­
ших собственных частот колебаний. Подставив (4) в (1) и приравняв нулю 
коэффициенты при созсо!и оо!, получим систему 2-х уравнений 
относительно ф(х) и 1|/(х) в виде:
у(х, X) = ф(х) С0 8  (01 + \|/(х) 31П (О*. (4)
Е1ф1У +рко2ф1 ~р,ш2ф + 2^Усо1|/] - Т ^ ф 11 -0 ;
(5)
Следуя методу, введем комплексную функцию:
Ф(х) = <р(х) + 1\|/(х), (6)
где 1 -  мнимая единица.
Тогда нетрудно видеть, что решение системы (5) сводится к решению диф­
ференциального уравнения с комплексными коэффициентами:
Аналитическое определение корней характеристического уравнения 4-ой 
степени с комплексными коэффициентами (9) не представляется возможным. 
Предлагается находить корни уравнения 4-ой степени с комплексными ко­
эффициентами и решать частотное уравнение следующим образом. Предста­
вив левую часть уравнения (9) в виде разложения по собственным корням и 
приведя его к полиному 4-ой степени, приравняем между собой действитель­
ные и мнимые части коэффициентов левой части уравнения (9) и полученно­
го полинома. Из полученной системы уравнений нетрудно сделать вывод, что 
найденные корни уравнения (9) имеют вид:
Из этой же системы уравнений следует, что связь между значениями (3, у, 8 
выражена в виде соотношений:
Ф1У +ЪФП +Й1Ф1 +еФ = 0, (7)
Решение уравнения (7) представим в виде:
Ф(х) = С1ек1Х + С2ек2Х + С3екзХ + С4ек4Х, (8)
где к| -  корни характеристического уравнения:
к4 + Ьк2 + Йк + е = 0. (9)
^ 1,2 =  К ±у -  5); &з,4 =  —Р  +  > (10)
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282 + у2 - р 2 = Ъ; 
2б(|32 + у 2
(т2 - 5 2)(р2 + 5 2)= е.
(И)
Тогда выражение (8) в этом случае можно представить в следующем виде:
Ф(х) = е1§х (С^сЬРх + С25Ьрх)+е-1бх (С3 созух + С4 з т  ух), (12)
где С, -  комплексные постоянные, определяемые из граничных условий, 
которые в соответствии с (2) для функции Ф(х) будут иметь вид:
Ф(0) = Ф(1) = 0;
ф н (0) = ф 1,(0  = 0.
(13)
Из условия равенства нулю определителя составленной из граничных ус­
ловий однородной системы уравнений (13), получаем частотное уравнение в 
виде:
соз251 зту1зЬ|31
сЬр! 2уРсЬ(М
Р2+ Г
26 - (г 2 -И2)
-созу1 = 0. (14)
Так как, входящие в выражение (14), значения р,у,5 связаны соотноше­
ниями (11), то значения о), удовлетворяющие частотному уравнению, можно 
определить из следующей системы уравнений:
Р[ = 252 + у2 -  р2 -  Ь =0;
Р2 =2б(р2 + у 2 ) - ё  =0; 
Р3 =(у2 - 8 2|р 2 + 82) - е  =0; (15)
Р4 =
сов 251 зтукЬр!
сЬр1 2уРсЬр1
Р2 + у2
25 - ( у 2 - ? 2 )
-созу! =0.
Для решения нелинейной системы уравнений (15) был применен числен­
ный метод Ньютона, согласно которому решение системы уравнений на
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] +1 -  ом шаге ищется через значения искомых величин на предыдущем шаге 
из указанной системы уравнений, приведенной к виду:
Сходимость решения нелинейной системы уравнений (15) существенно 
зависит от удачности выбора начальных приближений. Для обеспечения 
сходимости начальные приближения для Р, у, 8 определялись гю 
итерационному методу Ньютона из системы уравнений (11) при значении со, 
рассчитанном для неподвижной гусеничной ветви без учета изгибной 
жесткости ветви и моментов инерции поворота траков.
1. Исследование поперечных колебаний скоростных гусеничных машин 
необходимо производить с учетом кориолисовых и центробежных сил, обу­
словленных продольным движением гусеничной ветви.
2. Получено уравнение частот, решение которого позволяет проанализи­
ровать влияние на собственные частоты и формы поперечных колебаний 
скорости продольного движения ветви, инерционных, жесткостных и сило­
вых параметров гусеничного обвода.
3. Предложен численный метод определения характеристических корней 
уравнения 4-ой степени^ с комплексными коэффициентами и реализована 
итерационная процедура нахождения решения частотного уравнения.
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